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　　摘　要 :　利用脑磁图数据推断磁源参数是脑磁理论研究中的一个基本问题.优化方法是解决这一问题的有力工

具.求解这一脑磁逆问题分别使用梯度法、高斯2牛顿法及模拟退火法.计算表明 :这些算法在一定条件下均可使用 ,比

较而言 ,梯度法、高斯2牛顿法具有很快的计算速度 ,而模拟退火法耗时较多.另一方面 ,模拟退火法对迭代初值要求不

高 ,而梯度法、高斯 - 牛顿法则对此有一定的要求.特别在对多偶子磁源求解时 ,梯度法、高斯2牛顿法有时因初值选择
困难而失效 ,而模拟退火法仍然是有效的.
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Abstract :　Magnetic source parameter estimation by MEG data is a basic question on MEG research. Optimization methods are

available to the estimation. Gradient , Gauss2Newton and simulated annealing algorithms are used separately. Computer simulation

demonstrates that these algorithms are all available under certain conditions. In comparison ,gradient , Gauss2Newton algorithms are of

fast computation speed while simulated annealing costs more time. On the other hand ,simulated annealing almost has no special need

for the selection of initial iterative values while gradient and Gauss2Newton algorithms have such need to some extent. Furthermore ,on

estimation of multiple source parameters ,gradient ,Gauss2Newton algorithms sometimes fail due to incorrect selection of initial iterative

values ,while simulated annealing algorithm is still effective.
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1　引言
　　人体内的生物电流可以激发出生物磁场 ,这种磁场很弱 ,

利用超导量子干涉仪 (Superconducting Quantum Interference De2
vice ,简称 SQUID)可以拾取这一信号 [1 ] .脑磁为其中的重要一

类 ,将头外多点处的脑磁场强度值绘成图 ,称脑磁图 (Magne2
toencephalogram ,简称MEG) .通过记录和分析这种由于脑内神

经元的电活动而产生的脑磁图 ,可以获得活动神经元的位置

及强度等信息 ,为认知研究与脑神经疾病的诊断提供帮

助[2 ,3 ] .

脑磁逆问题就是利用脑磁图数据推断脑内磁源参数.目

前针对这一问题存在两类解决方法 :一类称为磁源重建 [4 ,5 ] ,

这是基于图像重建技术的方法.在这类方法中 ,假设磁源位于

脑内离散化的固定位置处 ,问题转化为对欠定的线性方程组

的求解 ,主要包括最小范数解及加权最小范数解等.另一类称

为偶极子定位方法 [6 ,7 ] ,鉴于多数实际情况下 ,脑内磁源只有

一两个 ,而磁场测量点数相对较多 ,从而使欲求的未知参数少

于磁场方程的数目 ,问题转化为求超定的非线性方程组的最

小二乘解.本文采用后一种方法的思想 ,分别利用非线性优化

理论中局域优化的梯度法、高斯2牛顿法及全局优化的模拟退
火法对磁源参数进行求解.鉴于对单偶极子参数的计算已有

人采用Marquard算法[8 ] ,对两个偶极子的计算有人采用模拟

退火及遗传算法[9 ] ,而不同算法之间的比较工作 ,特别涉及局

域算法与全局算法之间的比较 ,却未见报道.所以这里侧重几

种算法之间的比较 ,并尝试用局域优化算法求解两个偶极子

的情况 ,从而进一步确定在不同条件下选择不同算法的依据.

2　脑磁计算模型与算法
　　头模型采用球对称导体 ,即电导率σ=σ( r) ,呈球对称分

布.磁源以电流偶极子 P为模型 ,设在整个头内磁导率近似

为常数μ.脑磁测量仪通常记录的是头表面径向磁感应强度

值 B r ,计算公式为[10 ] :
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B r ( R) =
μ
4π·

P·( R×r)

| R - r| 3| R|
(1)

式 (1)中 , R为测量场点位置 , r为磁源位置.在球对称导体头

模型下 ,只需考虑偶极子 P的两个切向分量 Pθ, Pφ.

在对磁源参数估计时 ,采用极大似然方法.假设各测量点

处噪声无关且呈具有相同方差的高斯分布 ,则磁源参数β(为

由源位置及强度参数组成的列向量)应使目标函数 F (β) =

1
2
‖B - B′(β) ‖2 为最小.其中 B 为多点处磁场的测量值 ,

B′(β)为式 (1)代入参数β时的计算值 ,可见这里对参数β的

估计即为求最优化问题min
β

F (β)的解.对这一最优化问题 ,分

别利用梯度法、高斯2牛顿法及模拟退火法.

梯度法　梯度算法的迭代公式为 :β( K + 1) =β( K) +λKPK ,

其中 PK = - J T (β( K) ) e (β( K) ) ,残差向量 e (β( K) ) = B - B′

(β( K) ) , J 为残差 e关于β在β( K)′处的 J acobi 矩阵.步长因子

λK满足 :F(β( K) +λKPK) = min
λ> 0

F(β( K) +λPK) ,可采用一维搜索

的方法确定步长因子λK.

高斯2牛顿法　高斯2牛顿算法中的迭代公式为 :

β( K + 1) =β( K) -λK ( J T (β( K) ) J (β( K) ) ) - 1 J T (β( K) ) e (β( K) ) (2)

同样步长因子λK使一元函数 F(β( K + 1) )取最小.

式 (2)可化为

β( K + 1) =β( K) +λKPK (3)

其中搜索方向 PK满足方程

J T (β( K) ) J (β( K) ) PK = - J T (β( K) ) e (β( K) ) (4)

由于方程 (4)为方程

J (β( K) ) PK = - e (β( K) ) (5)

的正规方程 ,可见 PK为方程 (5)的最小二乘解.

在修改的高斯2牛顿算法中 ,针对 PK的求解 ,通常有几

种方式 :一种考虑若 J TJ 矩阵奇异时 ,由方程 (5)得不出 PK的

解 ,则用负梯度方向作为搜寻方向 ;还可以通过改善 J TJ 使之

非奇异而保证 PK解的存在 ,如 Marquard算法.在这里可以考

虑用广义逆的方法 ,即无论 J TJ 奇异与否 ,采用 PK = - J +

(β( K) ) e (β( K) )作为搜寻方向 ,从而保证迭代过程的完成. J +

为 J 的Moore2Penrose广义逆 ,可以证明通过这种方法得到的

PK指向目标函数的减小方向.

模拟退火法　取目标函数 F形式同上 ,问题是寻找β3

∈V ,满足 F(β3 ) = min{ F(βi) } ,βi ∈V ,这里βi 为第 i个可能

的解 , V为所有β组成的集合 ,称为解空间.即β3为解空间 V

中使目标函数 F取极小的一个估计解.

( 1)解的产生机制与接受准则

首先确定解空间 V的范围 ,如以单电流偶极子为源假设

情况 ,解空间中的点β= ( x , y , z , Pθ, Pφ)为一五维空间中的

点.在这里各分量的取值范围如下 : ( x2 + y2 + z2 ) 1/ 2 : 0～

1015cm , Pθ, Pφ: - 10nAm～10nAm.对于多偶极子源情形 ,解空

间维数相应增大.对于每一个解βi ∈V ,定义一个靠近βi 的

解集Ωi < V称之为解βi 的邻域 ,每一个βj ∈Ωi 称为βi 的邻

域解.而产生机制就是从邻域解集Ωi中选出某个待定解βj∈

Ωi的方法.这里设邻域的半径与温度 T成正比 ,而βi 的邻域

解βj 的产生 ,采用以在 Ωi 区域内均匀分布的生成概率进行

随机抽样得到.产生机制确立之后再由接受准则确定接受βj

的概率 ,此概率

pij (接受βj) =
1 ,

exp ( - ΔFji/ T) ,

(当ΔFji = Fj - Fi < 0时)

(当ΔFji = Fj - Fi Ε 0时)

式中 Fi , Fj 为解取βi ,βj 时的目标函数 , T为退火温度.从上

式可知当 Fj < Fi 时 ,即目标函数减小 ,βj 一定被接受 ;而 Fj

Ε Fi 时 ,目标函数变大或不变 ,则βj 可能被接受也可能不被

接受.此时判断βj 是否被接受 ,可以使用以下方法 :即产生

(0　1)之间的一随机数 P′,若 Pij > P′,则接受βj ,否则不接

受.这一过程有助于避免目标函数陷入局部极小.解的产生机

制与接受准则的应用 ,构成了当前解变换为下一个解的转移

过程.

( 2)退火方案

这里包括初始温度 T0 的选择与降温过程的确定. T0 应

当选得足够高 ,即高到使所有出现的转移均被有效地接受.具

体可以在解空间 V中随机选取 N 个可能的解βj , j = 1 ,2 , ⋯,

N ,分别计算其对应的目标函数 Fj , j = 1 ,2 , ⋯, N ,及其均值 �U

= ( ∑
N

j
Fj) / N和均方根值σ= ( ∑

N

j
( Fj - �F) 2) 1/ 2/ N ,选取σ的数

倍作为计算的初始温度 T0 .降温时 ,温度下降过程要求以缓

慢的方式进行 ,这里采用几何级数递减的形式降低温度 ,即如

果第 k次温级的温度为 Tk ,第 k + 1次温级的温度为 Tk + 1 ,则

可取 Tk + 1 =αTk ,其中α为一个小于 1但接近 1的正数.随着

温度的降低 ,邻域Ωi 的半径不断的缩小 ,解在搜寻迭代过程

中的转移距离不断减小 ,最后落入全局极小状态.总之要达到

目标函数的全局最小 ,必须要以足够高的温度开始 ,充分缓慢

地退火.

( 3)迭代停止的准则

在对解空间 V 进行的迭代搜寻过程中 ,迭代何时停止 ,

可采用当温度下降到足够低 ,比如温度已降到初始温度的几

千分之一 ,即可停止搜寻迭代.

3　模拟计算结果与讨论

　　设头半径为 11cm (考虑头骨厚 015厘米) ,磁导率系数μ

= 1126×10 - 6 H/ m ,采用头表面 20个点处的磁场数据 ,分别以

单电流偶极子及双电流偶极子为磁源计算.相应参数见表 1、

表 2 ,其中偶极矩以纳安米 (nAm)表示.

表 1　单电流偶极子磁源参数

X (cm) Y (cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm)

41500 41500 61364 01300 11000

表 2　双电流偶极子磁源参数

X (cm) Y (cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm)

P1 41500 41500 61363 01300 11000
P2 - 41950 41950 01000 01500 01800

　　考虑到目标函数空间结构的复杂性 ,为尽可能保证迭代

最终能取得目标函数极小值的结果.在利用梯度法、高斯2牛
顿法时 ,对参数的初始迭代初值进行以下方式的选择 :在解空

间随机产生一些点 ,分别计算其对应的目标函数值 ,选取其中

使目标函数值最小的几个点作为迭代初值的候选.计算结果
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见表 3、表 4.

表 3　单电流偶极子参数的计算结果

迭代初始值 计算结果

X (cm) Y(cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm) X (cm) Y(cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm)

梯度法
11105

11180

21087

61130

01877

41034

01945

01221

41095

01771

41499

41500

41500

41499

61364

61363

01300

01301

01998

01999

高斯2牛顿法
11105

11180

21087

61130

01877

41034

01945

01221

41095

01771

41500

41499

41500

41498

61364

61363

01300

01300

11000

01999

模拟退火法 解空间任一随机点 41499 41500 61363 01299 11000

表 4　双电流偶极子参数的计算结果

迭代初始值 计算结果

X (cm) Y(cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm) X (cm) Y(cm) Z (cm) Pθ(nAm) Pφ(nAm)

梯度法

P1

P2

P1

P2

11457

- 01372

- 01149

21227

21012

- 21263

21935

- 11347

01662

21151

01821

01316

01401

- 01477

21476

- 11772

41806

11665

51294

- 01940

41499

- 41949

41500

- 41948

41498

41950

41500

41949

61362

01000

61364

01000

01299

01500

01300

01500

01999

01800

11000

01800

模拟

退火法

P1

P2

解空间任一随机点
41467

- 41974

41463

41975

61313

01048

01314

01495

11031

01783

　　在以上对单偶极子源参数计算时发现 :梯度法及高斯2牛
顿法对迭代初值有一定的要求 ,若不进行筛选而随机选择初

值 ,则可能无法得到合理的解.模拟退火法则几乎无此要求 ,

从解空间中随机产生的点作初始迭代值 ,均可得到最优点.在

计算时间上 ,梯度法和高斯2牛顿法速度很快 ,上述问题在赛

扬 300 微机上 ,计算时间少于 1秒钟 ,而模拟退火法耗时较

多 ,欲达到相应的精度需 10分钟左右时间 .在对双偶极子源

计算时 ,以上情况更加突出 ,高斯2牛顿法已很难选出合适的
迭代初值 ,梯度算法通过进一步增加筛选原始解空间点的数

目尚能选出一些合适的迭代初值 ,但这种选择已变得有些困

难 ,即选出的点不合适的可能性比单电流偶极子源时的要大

得多.而模拟退火法仍然对迭代初值要求不高 ,在计算时间

上 ,梯度法需几秒钟时间 ,而退火法则需几十分钟甚至数小时

的时间.

综上可以得出以下结论 ,利用优化方法可以求解脑磁逆

问题 ,在理论上 ,尽管相对全局优化的模拟退火法而言 ,梯度

法及高斯2牛顿法为局域优化方法 ,但在实际计算时可根据目

标函数值的情况判断所求参数是否满足全局最小.在对单电

流偶极子求解时 ,梯度法及高斯2牛顿法是合适的选择 ,速度

快、精度高.而在求解两个偶极子源时 ,则可选择梯度法.如果

需对更多的偶极子源参数求解 ,则梯度法亦将因迭代初值选

择的困难而失效 ,在不计时间代价的情况下 ,模拟退火法仍然

是可选择的方法.
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